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Des problemes inverses parcimonieux en sciences de 1I’Univers
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« Modele sur le bruit € cre

Probléeme inverse : estimation des

variables @ = |60, ...0;] tq y =~ v(0).
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Signal de 5 sinusoides irréguliérement

échantillonné.
= v : fréquences

= P.e,T p,w( : périodes, excentricités, temps et arguments
des passages au périastre
= K

? [ : nombre d’exoplanetes

= 1, 22 moyennes et variances des gaussiennes

= s : amplitudes des fréquences associées * A amplitudes des gaussiennes - amplitudes des trajectoires
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nombre de fréquences ? [ : nombre de gaussiennes

Méthodes classiques d’approximation parcimonieuse pour des modeles linéaires

Approches déterministes App. stochastique : Modele Bernoulli-Gaussien

5 = argmin (|ly — Hs|2 +alfs],) a | T T T T —
|s]|, = Card(k | s;; # 0) : pseudo-norme ¢ 0 I
Y = Hs + e = Z hk Si + € — probléme NP-hard S}{ i

k=1 ; = E% : 8 % %

. Combinaisen linéaire datomes hy Algorithmes gloutons : choix itératif des atomes h;..

Objectif : estimer (1, s/) tqy ~ X% h(v)s;.

Approximation parcimonieuse : discrétiser v sur une

orille Q, = 1%, ..., V3] avec K > L. Avec hy, = h(v}})
K

R
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pris dans un dictionnaire H. Exemple : 'Orthogonal Matching Pursuit (OMP). Pr(gp. =1) = A silqr=1~N(0,07T,)
. Parcimonieux : peu de s;, # 0. = Relaxation convexe : remplacement de la pseudo-norme ¥ Pr(gpr =0)=1- A\ st | qr =0 ~ dp(sy)
par la norme /;. (g, ) ~ loi a priori Bernoulli-Gaussienne

Nouvel objectif : estimer s;. tels que y ~ Hs
et les s;. # 0 indiquent les v, € €, présents dans y.

Approximation parcimonieuse linéaire

XX vy =1} € Q,

Ici, les s;. sont scalaires : s;. = ;..

Za:kh

ou xy = f(xp, ), avec f(-,

thwk

-) fonction inversible.

AP non l1nea1re mterpolatlon

= Interpolations de Taylor et Polaire. Exemple Taylor 1:
= rh(v) ~ xh(ulg) —|—£C5h/(Vk) ou v = Vk +oet |0 <&

— ici, @ = [z, 26]T et hy, = [h(yk), h’(yk ).

« Méthode : 2 étapes sources d’erreurs.
1. estimer @, tels que y ~ Y ;. hy ) (AP linéaire)
2. puis identifier (2, ;) = f~1(zp).

« Adaptation des méthodes classiques d’AP linéaire :
ajout de contraintes pour garantir l'identifiabilité.

o] = |xp2)/®R(1)] < Af2

identification contrainte

= par ex (Taylor 1) :

= Méthodes testées ici :

— PolBOMP : OMP avec interpolation polaire.
— CCBP : relaxation convexe avec interpolation polaire.

© Gloutons, ¢1 < ¢, pour un dictionnaire H non corrélé.
® Pas d’équivalence pour un dictionnaire H corrélé.

LOcal OMP
LOOMP algorithme OMP + calcul d'une grille locale

Début : résidu r = y, atomes sélectionnés H=0.
Tant que le critere d’arrét n’est pas atteint, on répete :

1. Caleul d'une grille locale Q, = [7, ..., k] -

pour tout k, (I, ;) = argmin, ez, s || — h(v)s
Q
kAo ]

Vk_1 U Vk+1

2. Sélection : £ = arg miny, ||r — h(7,)5,]".
3. Mise a jour :Af-I\ :A[f-I\, h(v)], r=y—Hs,
on 5 = (H'H)"'Hly.

« Résolution du probleme de relaxation convexe sur €2,
pour l'analyse spectrale.

-+ Reéestimation des amplitudes et remplacement des
doublons par leur barycentre.

Comparaison des différentes méthodes

—

= A priort Bernoulli sur ¢, : A € 1 = parcimonie.
= Algorithmes MCMC (Gibbs) : moyenne a posteriori.

Approx. parcimonieuse non linéaire
VkEZ]{:[V]? AV]?—I— ]

BGE : Modele BG étendu

Prise en compte de v, € Z;. dans le modele : on considere
la loi a posteriori p(q, s, v, \,0°,0 |y) :

- Bruit € ~ N (0,0 Ty).

= Loi a posteriori conditionnelle en (g, s;.) toujours
Bernoulli-Gaussienne = échantillonnage de Gibbs.

= Non-linéarité en v, = échant. Métropolis-Hastings.
= Marginalisation suivant s =- convergence accelérée.
- Echantillonnage des hyperparametres (\, o, o).
= Partially Collapsed Hybrid-Gibbs sampler

Echantillons typiques (1 réalisation)
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Exemple d’application : Analyse spectrale [1, 2]

Estimation des fréquences (en abscisses) et amplitudes (en ordonnées) sur ’exemple d’analyse spectrale

« h(v;,) = [cos(2myt), sin(2myt)] 05 ; ; 1 0sF ; -
- K = 100 intervalles de largeur A = 2.5107° ¢/jour ol l—ﬂ A 1 oal A .|. _
0 . . , 0.0973 0.0997 0.1022 0.1408 0.1433 0.1458
Erreur moyenne sur I’estimation des fréquences sl ; ; ot ; ; :
(MSE) et temps de calcul. L . 'H T I ﬁ("_ _
Sparspec LOOMP BGE IBOMP CCBP 0.1095 | 0.1120 | 0.1144 0.1546 0.1571 0.1596
MSE% 23 | 0.089 0.075 21 | 0.94 T Tr 4 | —X Théorique Sparspec — LOOMP o pce
Temps | 0.02s | 479s | 35ls | 0.05s 442 N rr— — — — 8 T Crille — 4 CCBP - ——® PolBOMP

Conclusion

* Méthode d’'interpolation PoIBOMP et CCBP : erreurs
d’approximation et d’identification significatives.

* Sensibilité de LOOMP aux minima locaux : dans des
cas plus compliqués (détection d’exoplanetes).

 BGE moins rapide que LOOMP, mais probabilité de
détection, barre d’erreur et non supervision possible.

= Ajout de variables binaires pour résoudre le probleme
de norme ¢ grace aux Mixed Integer Programming
(MIP), a associer aux méthodes d’interpolations.

« Tests des différentes méthodes d’algorithmes gloutons
avec gradient (type LOOMP) ainsi que le BGE pour la
détection d’exoplanetes.
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